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I. Photonen (Polarisation)

a) klassisches Licht

Lichtwelle propagiert in Z-Richtung
E

EF.0=E, [¢"" mit =« uwd E, E,&C

0

B(7,t)=€,XE(7,t) Heaviside-Einheiten p,=¢,=1
. . E x . . E y etin
Polarisationsvektor E , charakterisiert durch p= T e eC
e . . y X
ellyptische”
“Pol. 7
R zirkular

Spezialfille: 0 1 -1 i —i
X u

! lv! IRI !L!

o0
Kj s - b OO
-1

L

[V ! ’ !

| T
[ 2

Energiedichte: w(7, t)=%(|fﬂ E(F,t)f+|RB(F, t)|2)=|YR E(7,1)

=|E,Pcos’(kz—wi+a,)+|E [eos’(kz—wi+a,)

Gesamtenergie im Volumen V:

- 1 1 =
E(t)=[ &’r w(#. =5 V(EL+E[f)=2 VIEF (L)
\4

Polfilter: betrachte u-Welle (p=1), lasse sie durch x-Filter (p=0) treten

E vorher E, nachher

¥

Energie halbiert
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Photon-Zustand
Quanten-Input.: Lichtwelle besteht aus einer gro3en Anzahl N identischer Photonen mit Energie 7w

ilter 1
demnach E=Nhw 5 EN iw 50% der Photonen passieren

Interpretation: jedes Photon hat 50% Passierwahrscheinlichkeit

AN
Korrespondensprinzip: klass. Grenzfall flir N — oo | mit -~ "

bisher W. Eines x-Filters fiir linear pol. Photonen

_IES_IEF

2 .
== =cos 0 fir =tan@
EP |EP+|E} b

X

analog fiir zirkularen Polfilter, z.B. ein R-Filter:
e s T (P 1
alte Basis: (€,,€,) ,neue Basis: (€,€,) mit eR—ﬁ(ex-Hey) , eL——z(ex—ley)

neue Komponenten E,, E; iiber

E=E . é +E é=E;é+Eé,

1 . 1 .
:ERzﬁ(Ex_lEy)’ELzﬁ(Ex—i_lEy)
1 . 2 . .
_|ER|2_ E(EX_ZEy) 1 ‘|E|cos€—z’|E|sin9‘2
“UIEP T |EF 2 |EP
12
=%|0059—isin 9|2=%‘€7'0 =% fiir linear polarisiertes Licht

Beschreibung der Zustdnde einzelner Photonen

2 N=1

E=th=%v|E| - E=hw=%v|E|2

definiere Zustandsvektoren der Phasenpolarisation:
=[¥s)\= v EX eC 2 2—
) (wy) ‘/2hw(Ey) sodass |y P+|w =1 (1.2)

Bemerkung 1: vorher peC :jetzt ‘w>eS3

v)

Bemerkung 2: Normierung in |¢ [+|y y|2=1 unvertriglich mit Superpos.-Prinzip

Redundanz in ‘(,u> ist Phase ‘([j > ~e'?

muss beim Addieren noch mehr Redundanz zulassen:

‘(p > ~A ‘(p > mit A€C |(,U > modulo A -Multiplikation ist ein Strahl
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Beispiele: |x)= ((1)) ,

(xy-Basis) |u>i%(}) , |v>i%<‘11)

definiere adjungierten Vektor: <qj‘ o= (([J; , ([J;)
heifit 'Bra’

definiere Skalarprodukt: aus Kets ‘(p> |<j>> bilde ‘(p> < ¢‘

<¢Iw>::(¢§§,¢;)("’x):¢: Wb, =(plp)’
y
C? als definierter Vektorraum

1
Normierung von ‘ll/>: ly)=1
; Wie) e
Zerlegung eines Zustands in Basis: O w Y)W, SR wH L) w,

Koeffizienten durch Projektion:

(xlwr)=(xb) ot (xly) 0, "= (xR w ot (xI L),
Wx
aber  Jy)=[x) (xlw)+|y) (ylw)

allgemein |x){x|+|y){y|=1
analog ‘t[/>=|R><R|lIJ>+|L><L|(I/>

Polfilter: |y )=|x)(xly)+|y) (yly)

| x-Filter projitzieren

lw " )=x)(xlw)

|l normieren
‘w ' !>:’x>

WdH: Polarisationsfilter wirken wie Projektoren:

x-Filter: ‘(p>=|x><x|w>+|J’><Y|W>
!

lw)=lx)(xly) N |y =]x)

_ o leP |y
7

. . 1. . 2
Passierwahrscheinlichkeit: |
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{x|y)... Amplitude

= Wahrsch. = |Amplitude|

n

Vergl. Intens.= -"-
IR) - Filter W o=|(RIg)[

Allgemein: Filter Photonen ‘¢> passieren

= W¢(\¢>)=’<¢\W>\2 (1.5)

<) Drehimpuls und Helizitit

Quanten Input: Drehimpuls einer Lichtwelle = X Drehimpuls Photonen
Experiment: Helizitit = Drehimpuls || Bewegungsrichtung (~ Zf’)
= +h

klassische EM-Welle in  z- Richtung

%)
- : | EXBl,ypé,
v
Rechnung;: 675:0 Ez@XZl s E:—%atz (¢=0-Eichung)
Z:%fd% 'r’x(Ex(?xZ))—lfcf #x(E,V A,~E,0,A)
p.Int. =%fd3r [ £,(FxV)a, - 0,(E,FxA) + 0,(E,FxA) + Emiijx]
L or[ExA+E,(7xV)a,
¢ m’ 'Orbital'
~V ~0V
z-Komponente: (7X§)Z=X5y—yax=5¢> ~ e*
szg"“%{d%(ExZ)z (1.6)
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Welle(n paket) in  z- Richtung

E(?) t)z(fx)ei(kz—wt)
E.V

LZ—%{aﬁ [R(E)R(A,)-R(E)R(A,)]
=gl =%%Vd3r[<£Xe'“+e,fe%)<ayem+a;em) - ('x‘i’y')]

= = (IE-IEf)

Zustandsvektor: (siehe 1.2)

= L=h(|yL~lw,f)

=n(|[(Rlw)P=[(LIw)P)

Exp.: Helizitit =*7#

Quanteninterpretation

,n

L
2
fd3r eiko(:efiwtnzﬂ_RJ' dZ eikzn:%éo

v L
2

Sl

e, =—=(E,+E,)

Vv (* _ *)
i EE,TELE,

[~

e, = T(ER+E,,)

Ay

)

|w)

fiir ein Photon

(1.7)

(1.7)= (quantenmech.) Erwartungswert (Mittelwert) fiir viele identische Messungen

Erinnerung: (A)=), aq, Wia,)
(mogl.) Wahrsch.
Messwete (rel Haufigkeit)

hier:  (L.)=+hW (+h)+(—R)W (—h
W (+h)=|(Rly)F , W(=h)=[(Lly)P lw)=|R)(Rlw)+|L)(Lly)
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Summe der Wahrscheinlichkeiten

W (+h)+W (—h)=...=(Rly)(w|R)+(Lly){(y|L)=1

lp)=|R) = Heliz.=+h

d) Operatoren, Eigenwerte

Erwartungswerte, Projektoren

Was zeichnet |R),

L) beziglich L. aus?

. i . 22
= Eigenzustinde eines Operators S:C —C

lg)=|L) = Heliz.=—#

S|R)=+1 |R>}Matrixdarstellung5 = (1 _1)

S|L)=+1|L)

|x),

9

S erzeugt Rotationen um Z - Achse

N2 \3
ei05=(52=1)=1+1'QS+—(129!) 1+(l39!)

=1cos(0)+iSsin(8)=R(0)

R(0)|R)=¢€"|R)
L(0)|z)=e€"|L)

S Helizititsoperator

(L.)=:(L.),
H{ylnSly)
(| RIg)P=[(LIg)P)

y) Basis

0

S+...

[lineare Abb.In C° ]

0-5()
o)

=|R),|L) sind Eigenkets zum Drehoperator um % - Achse

Zusammenfassung;: Zustand wird beschrieben durch ‘qj > ec’

« Physik. Grofe
(Photon-Drehimpuls L, )

+  Mogliche Messwerte
(L.=xn)

» scharfer Messwert A
(L.=+h zB.)

»  Wabhrsch. scharfer MW A zu finden
(L.=+h zB.)

« Mittelwert einer physik. Grofle

(¢2.))
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Operator im Zustandsraum
(h S ) ... ,Observable“
Eigenwerte
(£h... EW #S)
‘(p> Eigenvektor ‘)\>
(lw)=Ir))
W (A)=[(Alw)P
(w(m)=I(RIw)F)
Erwartungswert eines Operators
((wlnSly))

(1.8)

(1.9)

(1.10)



Wdh:  Operatoren O im Zustandsraum zB. kS
Eigenwerte A [wirklich mogliche Messwerte], Eigenzustande ‘2\>
Zustinde ‘(p > normiert (Y|y)=1

W, (Jw))=l(wloly)f
! Mittelwert (O),=(w|Oly)
spezieller Fall: fiir 0=‘A><A‘:P\

denn: (y|Oly)=(wlA)(Aly)=[(Alg)[’

etwas lineare Algebra:

dullere Produkt (dyadisches Produkt) von 2 Vektoren

= WX * * wx(b; fol);
‘(’U><¢‘ (wy)(¢x’¢y) (Wyd); Wy({b:)

Bsp.: |x><x‘i((l))(1 0)2(1 )
|x><yr~() (3 3)
al=()F50-0-35(5 o)

Zerlegung nach Basismatrizen

<a b)ﬁa|x><x| + b))+ ely)(a] + aly)

c d

,,ZAssoziativitat®

() Ctl)lo) =l )(|) o)

Folgerungen:

) ‘d) > <¢>| =P, istein Projektionsoperator (falls<¢|¢>= 1 )

Plu) = lo)(dlw) ~ o)
= |p) (o) (| = [p)(¢| = P, ¥

(ii) Die Summe von Basisvektoren = Identitit.

Dt l = 1= (§9)

(iii) Zerlegung eines Vektors:

(alb)=(bla)"

(1.11)

(1.12)

(1.13)

zB. |w) = 1ly) = ()] +1y) ) w) = [x){xlw) + 1) Glw) = wlx) +wly)
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(iv) Zerlegung eines Operators in Eigenbasis
+1|R)(R| —1]L)(L

|R)(R[ = |L){L]

(6 oH6 G 1)

z.B.: S=S1 = S'(|R><R|+|L><L|)

Amplituden — Mechanik

|<R‘L//>|2=W. , dass sich Photonen im Zustand ‘(,U> so verhilt, als wire es im Zustand |R)
w ¢(‘qj>)=|<¢‘w>|2 Wahrscheinlichkeit (1.5)

(ply) heiBt (W.-)Amplitude (fﬁr‘(p> in ‘¢>)

totale W. W y(|x>) eines x-Photons, einen y-Filter zu passieren:
mit Umweg iiber Zerlegung in zirkuldre Basis (<R|L>)
Amplitude = (ylx) = (3| ([R)(R[+[L){L]) [x)

= (VIR)(RIx)+(yIL)(Llx)

w,(1x)) = [(plx)f = IR (RIx)+(yIL)(LIx)P

Interferenzterme

(AR [CRI)R + K VIL)F [ 2Lof+ (yIR) (Rlx) (AL (L1x)" + he,

1. 1 1. 1 hermetisch

El 72 72 2 konjugierte
1 1
_Z 72
1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 4 4

) SR Sy
W.=2

Gemische

kombiniere einen monochromatischen Strahl aus 2 Quellen:

Qu. 1 emitiert nur Photonen in ‘q/1> , mit Intensitdt L,
Qu. 2 emitiert nur Photonen in ‘(p2> , mit Intensitit L,

L L,
- mit W.=P,=ﬁ ausQul | mitW.=P,= L I, aus Qu 2
1 2

Was ist der Erwartungswert einer physik. Grofle fiir solchen Lichtstrahl?
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Antwort am Bsp. L,

(L) = (+h) {W.fir(+h)] + (—h) {W. fir(—h)]
= o) {(Wetirlo ) wo(jun)) + (W sirl)) W ()
+ (—h) {(W ﬁil"([/l>)'WL<‘(jll>) (W fur‘qu |(,u2 }
= 7 {Pl(RIw)F + pl(RIw)E = pl(Llw)E = pol(Llw,)F]
= p {AIRIw)F — 2Ll )P} + py (ARIW)E = Al(LIw,)F
110
'pi(wi|nS|w,) + po(wilnS|w,)
=:p(L.), + p,(L,), klassische Wahrscheinlichkeitsaddition (1.14)
Bemerkungen:
(i) allgemeiner Fall:  Quantensystem ist mit W, p, (i=1,...,n) Zp i~
in einem von mehreren Zustinden ([J>
Dies heif3t ,,gemischter Zustand®, besser: ,,Zustandsgemisch*
spezieller Fall: alle p; auBler einem sind Null — Quantensystem befindet sich in einem
reinen Zustand ‘Lp>
(ii) Superposition a|w, )+Blw,) = |v) mit (y,|y,)=0 und (yly)=0 dh.|af+|pP=1

(reiner Zustand)

Zerstoren der Phasenkorrelation fiihrt zu einem Gemisch

{wo). p=lal} A {|w.). p.=I8F)

(e (o |+ 87 (wl) 15 (w,) + Blo))

|O(|2<W1|hS|W1> + |B|2<W2|h5|(lfz> + a*B<W1|hS|Wz> + D(B*<W2|hs|(lf1>

Bsp.: (L,),

Mittelung iiber relative Phase ¢ von o B=((x B)e”" liefert

(L), = lal(@\|nSlw,) + [BF(wilnS|w,)

|0(|2<Lz>l + |ﬁ|2<Lz>2

Dieser Prozess heifit ,,Dekohdrenz®.

(iii)Extremfall ist unpolarisiertes Lichtstrahl mit gleicher W. In jeden Polarisationszustand ’qb>

((plp)=1)

dies ist 4quivalent zu einer einfacheren Beschreibung:

)

mit jeweils W.=0,5 in einem von zwei orthogonalen Polarisationszustdnden ‘WI ,
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Demonstration am Bsp. (L,) : V‘¢‘=a‘wl>+‘w2>

(L), = Mittlung von(a|7S|¢p) iiberalle |¢) ‘ |l +]BF=1

Mittlung von(L_), g Uberalle «,p

Mittlung von(L,), , iiber Phase ¢ danniiber |«|,|B]

= Mittlungvonm iiber |0<|2,|B|2:%<Lz>1+%<Lz>z
zB: |w)=IR) ; |,)=IL)
(L) =5 (+8)+3(~1)=0
Wdh.: Gemisch D; i=1,..., n z p.=1
Saubere Formulierung: Dichtematrix (Dichteoperator) |
Trick: tf[M'\W><¢H = (xIMlw){(dlx) + (yIM|w){Ply) (Beispiel 2X2 Matrix)

o
Basis|x),|y)

= (plx)(xIMly) + ($ly)(yIMIy)

= (@] (Ie)(xl + [9)(¥]) Mw)

Vollstandigkeitsrelation
/ Zerlegung der 1

= (xIMly) (1.15)

Spezialfall: tr| M|

w[m1] = w[M(x) (<l +[y)(H)]

e[ M) (x| + e[ M]y) (]

U (M X))+ (yIMLy)

|(,U1> mit W.=p,

betrachte Photonenstrahl gemischt aus ]
|Lp2> mit W.=p,

} wobei (g ly,)=0 ; p,+p,=1

<W1|W1>:<W2|W2:1>
(L) = p(y\|uSly,) + pw,laS|w,)

pasaslw)(wl] + parlasle) (v

tr[hS(p1|lIJ1><lI/1‘ + pZ“/’2><W2D]

=[S p]
mit o = pluw| + pifw){w Dichte-Matrix (1.16)
allgemein: (0) = tr[0-p] (1.17)
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Eigenschaften: (1.18)
(i) tp=p+p,=1, p’=pi+p;<1
(i) p,=1 , andere0 — P=‘§U1><LI/1’=P1 - p’=p
(iii) pi=p — exist‘(,u> so dass p=‘cp><(,u‘:Pw

(iv) p'=p hermetisch

110
(V) punpul. - 2 (0 1)

Achtung: im Allgemeinen ist p nicht diagonal !

L . =[P 0\ mlrR).(L)Basis [# #
Bsp.:in |x),|y) Basis P (0 pz) - <# #)

Doppelbrechung

betrachte Calcit-Kristall, der selektiv aufspaltet

Brechungsindex n, fiir Photonenpolarisation L
n, fiir Photonenpolarisation ||

(,,ordinary“)
(,,extraordinary*)

S S

Wahl: Strahl in z-Richtung, 7 in xy-Ebene

Polarisationsbasis: |0>, e> (wie ’x>, y>)

ikz—iwt

Phasevon EF ~ ¢ w - fest [monochromatische Welle], =2 - k,<k,
c

L
Linge des Kristalls L. — Vakuumlaufzeit T =

l-Uin> + |O><0

zerlege |t,l/in> = |€><€' Win>

Effekt des Calcits: Muliplikation der Anteile ~|e) und ~|o) mit unterschiedlichen Phasen
Wou) = "7 e)(elw) + o) (o|w,
= “"U, |y, 1.19)
mit U, = " |e)e| + " |0){o] zB:z=1L (1.20)
Def.:  Ubergangsamplitude von Ll/in> nach ‘¢>

= Amplitude fiir ‘¢> in

Wou)

= <¢) woul> = <¢‘UL qjin

dann: Ubergangswahrscheinlichkeit von ‘(I/in> nach ‘¢>

2

= ‘<¢’UL Win>
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im Kristall Phasenidnderung: LIIZ> =U, ‘l’m> ;, 0<z=<L (1.21)
W)= W) o W)=
2 wichtige Eigenschaften von U,
(1) U, ist multiplikativ, d.h.
Ul W) = W) = UJw.) = U U |, (Komposition) (1.22)
Beweis: UU. = (" le)el + e Jo)ol) ("[e)le| + ¢"*lo)(o])

:eike(z+a) |€><€| + eikn(z+a)|0><0| _ Uz+a v
falls k,a<l , k,axl1
U, ~ (1+ike)|e><e| + (1+ikaa)|o><o|

= le){el + lo)(o| + ia(k,le)(el + k,lo){ol)

= 1+iak (1.23)
mit K = k, |e><e| + k, |0><0‘ Wellenzahl-Operator (1.24)
in \e>, 0) - Basis:
L[k O |[K=K"]
0 k,

auBer ‘q/>=|e>)

allgemeiner Zustand ‘(IJ> = |e> v T |e>w hat keine dinierte Wellenzahl
‘ ’ oder ‘(p>=]e>

Differentialgl. fiir ‘ll/> (und U z)

k a sei infinitesimal

W)~ (FiaK)|w,) = |v..)—|v.)~iaK|w.)
.1 .
tim (v~ |0.)) = iKlw.)
d |\ _ d.
E Wz> = 1K Ll/z> ‘W;>:l:]>z‘l/’m> dz Uz =iK Uz (125)
explizit in |x),|y)- Basis
d . . .
5 xlwo) = ixlKly.) = ixIKlx)(xly,) + iCxlKy) ()

LMy = iRl = i1 (ar) + 1K) )

d :
E(ii)(Z) ) l(?;: KISX’J’)(zj(Z) mit K,.=(x[K[x) usw.
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Losung der Dgl. mit Anfangswert (@,_,) = (,Um> bzw. U, =1
([JZ> =e'*" ‘l/in> e U,=e" (1.26)
check: K=k, |e)lel+k, |o)(o] = e =e"|e)le|+ e |o)o|=U. v

Wow)={w]w.)=1

(2) U, andert nicht die Norm von ‘tpz> , d.h. <Lllz+a

UT

w.) 5 (g = (v,

Wegen: ‘(pz+a> =U,
UZ _ e—izK* —qe K =pU

-z

(wluiuJw.) =(wli|w.)={wlw.) Vw.) v
Ulu,=1 U, ist unitir (1.27)
K=K' K ist hermetisch (1.28)

Test: U, ~1+iaK...
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